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Robustesse du modéle de calcul par Machines
de Turing, Machine de Turing universelle



Plan

® Robustesse du modéle calcul par Machine de Turing
® Codage des machines de Turing

® Machine de Turing universelle

© Thése de Church-Turing

— se convaincre que les MTs sont un bon modéle
d’ordinateur



Robustesse du modéle de calcul par
Machines de Turing

Ou : “pourquoi les détails de la définition n'importent pas”



Des choix arbitraires

® Nombre de rubans : 1,2,...,k

e Choix de I'alphabet : {0,1}, {a, b,c,...,z}, etc.

e Rubans infinis dans une direction ou deux directions :

=[O0

[ o[o[=[0]8]--




Taille de I'alphabet

Soit £:{0,1}* — {0,1}* et T: N — N

Lemme

Si f est calculable par une MT M = (¥, Q, Gstart, F,9) en
temps T, alors f est calculable par une MT M’ définie sur
I'alphabet {0, 1, >} en temps 4 log(|X|)T.



Taille de I'alphabet

Preuve

But : simuler M = (¥, Q, gstart, F, 0) par
M = ({0,1,00,>}, Q' qLrare, F', &)



Taille de I'alphabet

Preuve

But : simuler M = (¥, Q, gstart, F, 0) par
MI = ({07 17 |:|7 [>}7 QIJ q;tarﬂ Fl? 6/)

e Coder chaque symbole de ¥ sur k = [log |X|] bits

M [e]mlafc]h]i[n]e]O[O[O: -

M [[O[1[1]0[1][0]0]0]0][L1]0]0] -




Taille de I'alphabet

Preuve

But : simuler M = (¥, Q, gstart, F, 0) par
MI = ({07 17 |:|7 [>}7 QIJ q;tarﬂ Fl? 6/)

e Coder chaque symbole de ¥ sur k = [log |X|] bits

M [e]mlafc]h]i[n]e]O[O[O: -

M [[O[1[1]0[1][0]0]0]0][L1]0]0] -

e simuler lecture/écriture des symboles faites par M : k
transitions de M’, utiliser |'état de M’ pour stocker les
symboles lus/a écrire



Taille de I'alphabet

Preuve

But : simuler M = (¥, Q, gstart, F, 0) par
MI = ({07 17 |:|7 [>}7 QIJ q;tarﬂ Fl? 6/)

e Coder chaque symbole de ¥ sur k = [log |X|] bits

M [e]mlafc]h]i[n]e]O[O[O: -

M [[O[1[1]0[1][0]0]0]0][L1]0]0] -

e simuler lecture/écriture des symboles faites par M : k
transitions de M’, utiliser |'état de M’ pour stocker les
symboles lus/a écrire

* |Q'| = c|Q||X'|* ou c est une constante
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Nombre de rubans

Une MT a un seul ruban ne posséde qu'un seul ruban qui
sert a la fois de ruban d’entrée, de sortie et de travail et qui
est accessible en lecture et écriture

Soit £:{0,1}* — {0,1}* et T: N = N

Lemme

Si f est calculable par une MT M = (¥, Q, Gstart, F, 9)
utilisant k rubans en temps T, alors f est calculable par une
MT M’ 3 un seul ruban en temps 5kT2.
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Nombre de rubans

Preuve

But : Simuler M = (X, Q, Gstart, F, 0) utilisant k rubans par
M = (Y, Q" qlis, F',0") MT avec un seul ruban

ruban1 [ >|mlalc|h]|i[n]e|O[0O[D0O]...

7
ruban2 [ >[t|r]ofi[s|bla][n|d]e] -
ruban3 | >|x|y|z|uln|[d]efu[x[t]
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Nombre de rubans

Preuve

But : Simuler M = (X, Q, Gstart, F, 0) utilisant k rubans par
M = (Y, Q" qlis, F',0") MT avec un seul ruban

ruban 1 ]D\m\a\i\h\i\n\e\D\D\D\...

ruban 2 [>]t]r]o]i|s|[b]a]n]d]e]---

ruban3 | >|x|y|z|uln|[d]efu[x[t]
T

M [>[mlt[&]aff[y[c[ofz]h]




Nombre de rubans
Preuve (suite)

® |lescases i, i+ k, i+ 2k, ...duruban de M’
représentent le iéme ruban de M
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Nombre de rubans

Preuve (suite)

® |lescases i, i+ k, i+ 2k, ...duruban de M’
représentent le iéme ruban de M

® Pour tout symbole a € X : a, § € ¥/, ot encode la
position d'une téte de lecture de M.
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Nombre de rubans

Preuve (suite)

® |lescases i, i+ k, i+ 2k, ...duruban de M’
représentent le iéme ruban de M

® Pour tout symbole a € X : a, § € ¥/, ot encode la
position d'une téte de lecture de M.

e Simuler 1 transition de M en cT transitions de M’
® Parcours gauche-droite du ruban pour mémoriser (dans
le registre de M') les cases pointées par les tétes de
lecture de M
® Parcours droite-gauche du ruban pour écrire et déplacer
les tétes
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Nombre de rubans

Preuve (suite)

® |lescases i, i+ k, i+ 2k, ...duruban de M’
représentent le iéme ruban de M

® Pour tout symbole a € X : a, § € ¥/, ot encode la
position d'une téte de lecture de M.

e Simuler 1 transition de M en cT transitions de M’
® Parcours gauche-droite du ruban pour mémoriser (dans
le registre de M') les cases pointées par les tétes de
lecture de M
® Parcours droite-gauche du ruban pour écrire et déplacer
les tétes

® M calcule f en temps T : au plus T cases écrites par M
sur chacune de ces bandes —> M’ calcule f en 5kT?
transitions
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Rubans bidirectionnels

Une machine est dites a rubans bidirectionnels si ses rubans
sont infinis dans les deux directions.

|ojol>[og

Soit f: {0,1}* — {0,1}* et T:N =+ N

Lemme

Si f est calculable par une MT M utilisant des rubans
bidirectionnels en temps T, alors f est calculable par une MT
standard (a rubans unidirectionnels) en temps 4T.
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Rubans bidirectionnels

Preuve

But : simuler une machine M a rubans bidirectionnels par une
machine a rubans unidirectionnels.

Ruban de M :

.‘X‘y‘Z‘U‘n‘d‘e‘u‘x‘t‘r‘o‘i ‘5‘

Ruban de M’ :
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Rubans bidirectionnels

Preuve

But : simuler une machine M a rubans bidirectionnels par une
machine a rubans unidirectionnels.

Ruban de M :

.‘X‘y\z‘u‘n‘d‘e‘u‘x‘t‘r‘o‘i‘5‘...

Ruban de M’ :
> [ (eu) [ (do) [ (nt) [ (ur) [ (zo) | (vi) | (xs) |-




Machines de Turing universelles
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Codage des MT

Rappel : une MT M a k rubans est définie par

® un alphabet ©
® un ensemble d'états @ dont sy €t F

® une fonction 6 : Q@ x XK — @ x ¥¥ x {L,R, S}*

fini
finis

finie
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Codage des MT

Rappel : une MT M a k rubans est définie par

® un alphabet © fini
® un ensemble d'états @ dont sy €t F finis
® une fonction § : Q x Xk — Q@ x ¥ x {L,R,S}* finie

Toute machine de Turing peut donc étre encodée par
un mot de {0,1}*
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Codage des MT

Rappel : une MT M a k rubans est définie par

® un alphabet © fini
® un ensemble d'états @ dont sy €t F finis
® une fonction § : Q x Xk — Q@ x ¥ x {L,R,S}* finie

Toute machine de Turing peut donc étre encodée par

un mot de {0,1}*

Exemple : programme C en mémoire d'un ordinateur
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Codage des MT

Rappel : une MT M a k rubans est définie par

® un alphabet © fini
® un ensemble d'états @ dont sy €t F finis
® une fonction § : Q x Xk — Q@ x ¥ x {L,R,S}* finie

Toute machine de Turing peut donc étre encodée par
un mot de {0,1}*

Exemple : programme C en mémoire d'un ordinateur

Observation : il est donc possible de définir une MT dont les
entrées sont des MTs (codées par des mots sur {0,1}*)
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Codage des MT

Rappel : une MT M a k rubans est définie par

® un alphabet © fini
® un ensemble d'états @ dont sy €t F finis
® une fonction § : Q x Xk — Q@ x ¥ x {L,R,S}* finie

Toute machine de Turing peut donc étre encodée par
un mot de {0,1}*

Exemple : programme C en mémoire d'un ordinateur

Observation : il est donc possible de définir une MT dont les
entrées sont des MTs (codées par des mots sur {0,1}*)

Exemple : un ordinateur
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Codage des MT : exemple

Objectif : représenter M par un mot binaire aisément
décodable

Exemple :
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Codage des MT : exemple

Objectif : représenter M par un mot binaire aisément
décodable

Exemple :
e 0710°10%1071---10%10™10%1 . ..
® p états, numérotés de 1 a n, dont s état initial, k la taille
de F ={f,...,f}
® m symboles d'alphabet 1 & m, dont u le symbole blanc OJ
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Codage des MT : exemple

Objectif : représenter M par un mot binaire aisément
décodable

Exemple :
e 0710°10%1071---10%10™10%1 . ..
® p états, numérotés de 1 a n, dont s état initial, k la taille
de F ={f,...,f}
® m symboles d'alphabet 1 & m, dont u le symbole blanc OJ

® puis les transitions : ...0P10710910%1091 . ..

p,r—q,w,d
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Codage des MT : exemple

Objectif : représenter M par un mot binaire aisément
décodable

Exemple :
e 0710°10%1071---10%10™10%1 . ..
® p états, numérotés de 1 a n, dont s état initial, k la taille
de F ={f,...,f}
® m symboles d'alphabet 1 & m, dont u le symbole blanc OJ

® puis les transitions : ...0P10710910%1091 . ..
p.r—q,w,d

e et enfin, un marqueur de fin ... 111 (au moins trois 1)
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Codage des MT : exemple

Objectif : représenter M par un mot binaire aisément
décodable

Exemple :
e 0710°10%1071---10%10™10%1 . ..
® p états, numérotés de 1 a n, dont s état initial, k la taille
de F ={f,...,f}
® m symboles d'alphabet 1 & m, dont u le symbole blanc OJ

® puis les transitions : ...0P10710910%1091 . ..
p,r —q,w,d
e et enfin, un marqueur de fin ... 111 (au moins trois 1)

Ex : langage machine push 0x14 encodé par : Ox6A 0x14
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Codage des MT : propriétés

Dans la suite, on supposera |'existence d'un codage des MTs
par des mots de {0, 1}* tel que :

® Tout mot de {0, 1}* représente une MT
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Codage des MT : propriétés

Dans la suite, on supposera |'existence d'un codage des MTs
par des mots de {0, 1}* tel que :

® Tout mot de {0, 1}* représente une MT

Exemple : associer aux codes non valides une MT par
défaut, par exemple une MT qui s'arréte immédiatement.
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Codage des MT : propriétés

Dans la suite, on supposera |'existence d'un codage des MTs
par des mots de {0, 1}* tel que :

® Tout mot de {0, 1}* représente une MT

Exemple : associer aux codes non valides une MT par
défaut, par exemple une MT qui s'arréte immédiatement.

® Toute machine de Turing M est codée par une infinité de
mots de {0, 1}*
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Codage des MT : propriétés

Dans la suite, on supposera |'existence d'un codage des MTs
par des mots de {0, 1}* tel que :

® Tout mot de {0, 1}* représente une MT

Exemple : associer aux codes non valides une MT par
défaut, par exemple une MT qui s'arréte immédiatement.

® Toute machine de Turing M est codée par une infinité de
mots de {0, 1}*

Exemple : spécifier que le code se termine par un nombre
arbitraire de 1 qui sont ignorés.
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Codage des MT : propriétés
Dans la suite, on supposera |'existence d'un codage des MTs
par des mots de {0, 1}* tel que :
® Tout mot de {0, 1}* représente une MT
Exemple : associer aux codes non valides une MT par
défaut, par exemple une MT qui s'arréte immédiatement.

® Toute machine de Turing M est codée par une infinité de
mots de {0, 1}*
Exemple : spécifier que le code se termine par un nombre

arbitraire de 1 qui sont ignorés.

Notation :
® Pour o € {0,1}* : M, dénote la MT codée par «
e (M) est une représentation de M sur {0,1}*.
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Machine de Turing universelle

Théoreme
Il existe une Machine de Turing U telle que :

e Pour tout o, x € {0,1}*, U accepte («, x) si et seulement
si M,, accepte x (ou M,, est la MT codée par le mot )

37



Machine de Turing universelle

Théoreme
Il existe une Machine de Turing U telle que :

e Pour tout o, x € {0,1}*, U accepte («, x) si et seulement
si M,, accepte x (ou M,, est la MT codée par le mot )

® De plus, si M,, s’arréte sur l'entrée x aprés T
transitions, alors U s'arréte sur («, x) aprés au plus
cT? transitions ou ¢ dépend de 'alphabet, du nombre
de rubans, et du nombre d’'états de M,,.
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Machine de Turing universelle

Théoreme
Il existe une Machine de Turing U telle que :

e Pour tout o, x € {0,1}*, U accepte («, x) si et seulement
si M, accepte x (ou M,, est la MT codée par le mot «)

® De plus, si M,, s’arréte sur l'entrée x aprés T
transitions, alors U s'arréte sur («, x) aprés au plus
cT? transitions ou ¢ dépend de 'alphabet, du nombre
de rubans, et du nombre d’'états de M,,.

Remarques :
e il existe une version plus efficace en ¢T log T transitions

e diverses MT universelles ont été proposées, dont certaines
ont moins de 10 états et moins de 10 symboles
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Machine de Turing universelle

Preuve :
Trois rubans :
® |e ler contient o, la description de M,

® e 2éme contient le mot d'entrée x, et est utilisé par U
pour représenter le contenu du ruban de M,

® Le 3éme sert 3 mémoriser |I'état et la position de la
téte de lecture de M,
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Machine de Turing universelle

Preuve :
Trois rubans :
® |e ler contient o, la description de M,

® e 2éme contient le mot d'entrée x, et est utilisé par U
pour représenter le contenu du ruban de M,

® e 3éme sert 3 mémoriser |I'état et la position de la
téte de lecture de M,

A chaque étape, U simule la prochaine transition de M,
en utilisant le contenu des rubans, et elle les met a jour.
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Questions

® Soit M une MT. Est-il possible d’écrire un programme en
langage C (ou autre) qui simule M7

a2


https://turingmachinesimulator.com/

Questions

® Soit M une MT. Est-il possible d’écrire un programme en
langage C (ou autre) qui simule M7

cf. https://turingmachinesimulator.com/
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https://turingmachinesimulator.com/

Questions

® Soit M une MT. Est-il possible d’écrire un programme en
langage C (ou autre) qui simule M7
cf. https://turingmachinesimulator.com/

e Etant donné un programme en langage C, est-il possible
d'écrire une MT M qui simule ce programme?
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https://turingmachinesimulator.com/

Questions

® Soit M une MT. Est-il possible d’écrire un programme en
langage C (ou autre) qui simule M7

cf. https://turingmachinesimulator.com/
e Etant donné un programme en langage C, est-il possible

d'écrire une MT M qui simule ce programme?

® programme C — programme ASM
® coder la valeur des registres dans I'état de M

e utiliser un ruban pour la pile, et un ruban pour le tas
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https://turingmachinesimulator.com/

Questions

® Soit M une MT. Est-il possible d’écrire un programme en
langage C (ou autre) qui simule M7
cf. https://turingmachinesimulator.com/

e Etant donné un programme en langage C, est-il possible

d'écrire une MT M qui simule ce programme?

® programme C — programme ASM
® coder la valeur des registres dans I'état de M

e utiliser un ruban pour la pile, et un ruban pour le tas

e Existe-il un programme C (ou autre) universel ?
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https://turingmachinesimulator.com/

Questions

® Soit M une MT. Est-il possible d’écrire un programme en
langage C (ou autre) qui simule M7
cf. https://turingmachinesimulator.com/

e Etant donné un programme en langage C, est-il possible

d'écrire une MT M qui simule ce programme?

® programme C — programme ASM
® coder la valeur des registres dans I'état de M

e utiliser un ruban pour la pile, et un ruban pour le tas

e Existe-il un programme C (ou autre) universel ?

— GDB, interpréteur Python, JVM, moteur JS d'un
navigateur web, etc.
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https://turingmachinesimulator.com/

These de Church-Turing

Les procédures de calcul effectives sont
exactement celles exprimables par machine
de Turing
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These de Church-Turing

Les procédures de calcul effectives sont
exactement celles exprimables par machine
de Turing

C'est une thése, ni une hypothése, ni un théoréme
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Thése de Church-Turing

Les procédures de calcul effectives sont
exactement celles exprimables par machine
de Turing

C'est une thése, ni une hypothése, ni un théoréme

Argument : les formalismes connus ont la méme expressivité
® Machines de Turing (Alan Turing 1936)
e Systémes de réécriture de Post (Emil Post 1936)

e Fonctions récursives (Jacques Herbrand, Kurt Godel
1931-34)

e \-calcul (Alonzo Church 1933, Stephen C. Kleene 1935)

® |ogique combinatoire (Moses Schonfinkel 1924, Haskell
B. Curry 1929)



Thése de Church-Turing forte

Toute procédure de calcul effective est
simulable par une MT avec un surcoiit
polynomial.

C'est a dire : T pas de calcul de la procédure sont simulés par
T¢ transitions de la machine de Turing ol ¢ est une constante
qui dépend uniquement de la procédure (pas du mot d'entrée).
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Thése de Church-Turing forte

Toute procédure de calcul effective est
simulable par une MT avec un surcoiit
polynomial.

C'est a dire : T pas de calcul de la procédure sont simulés par
T¢ transitions de la machine de Turing ol ¢ est une constante
qui dépend uniquement de la procédure (pas du mot d'entrée).

Controversée : ordinateurs quantiques
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Machines de Turing non-déterministes



MT non-déterministe

Généralisation des machines de Turing :
6§ C QxIFx @xXkx{L R, S}
est une relation (et non plus une fonction)

Exemple : “Déterminer si |'avant-dernier caractére de
w € {0,1}* est un 0"

Qstart, 1— Qstart, 17 R Qlast, 0— an, O, R
Qstart 0— Qstart 0: R Qlast, 1— ao, ]-a R
Qstart 0— Qlast 0, R ao, U — Qyes, D, R

Exécution sur w = 101017
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Calcul non-déterministe

L'exécution d'une M non-déterministe sur un mot w produit
un arbre.
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Calcul non-déterministe

L'exécution d'une M non-déterministe sur un mot w produit
un arbre.

® M accepte w si (au moins) une branche de I'arbre
aboutit dans un état acceptant g € F

VAVANIVAN

qekF
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Calcul non-déterministe
L'exécution d'une M non-déterministe sur un mot w produit
un arbre.
® M accepte w si (au moins) une branche de I'arbre
aboutit dans un état acceptant g € F

® M n'accepte pas w si aucune branche de I'arbre aboutit
dans un état acceptant g € F
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Temps de calcul non-déterministe

Soit M une MT non-déterministe qui s’arréte pour tout
mot d’entrée, et T : N — N une fonction.

Définition
M s’exécute en temps T si pour tout mot w € {0,1}*,
I'arbre d'exécution de M sur w est de hauteur au plus T(|w]).

N I
VAN AN
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Expressivité du non-déterminisme

Existe-t-il des langage décidés par une MT non-déterministe,
mais décidés par aucune MT déterministe 7

Soit £:{0,1}* — {0,1}* et T: N = N

Lemme
Si f est calculable par une MT M non-déterministe en temps

T, alors f est calculable par une MT déterministe en temps
20(T),
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Expressivité du non-déterminisme

Preuve

e [ 'exécution d'une machine de Turing non-déterministe est
un arbre A
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Expressivité du non-déterminisme

Preuve

e [ 'exécution d'une machine de Turing non-déterministe est
un arbre A

® On construit une machine déterministe M’ qui effectue
une recherche en largeur d’abord de A
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Expressivité du non-déterminisme
Preuve

e [ 'exécution d'une machine de Turing non-déterministe est
un arbre A

® On construit une machine déterministe M’ qui effectue
une recherche en largeur d’abord de A

® |nitialement, M’ place la configuration initiale de M sur
son premier ruban
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Expressivité du non-déterminisme
Preuve
e [ 'exécution d'une machine de Turing non-déterministe est
un arbre A

® On construit une machine déterministe M’ qui effectue
une recherche en largeur d’abord de A

® |nitialement, M’ place la configuration initiale de M sur
son premier ruban

e A chaque itération, le premier ruban contient une liste de
configurations (un niveau de |'arbre A)
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Expressivité du non-déterminisme

Preuve

L'exécution d'une machine de Turing non-déterministe est
un arbre A

On construit une machine déterministe M’ qui effectue
une recherche en largeur d’abord de A

Initialement, M’ place la configuration initiale de M sur
son premier ruban

A chaque itération, le premier ruban contient une liste de
configurations (un niveau de |'arbre A)

M’ calcule les configurations suivantes sur son 2éme
ruban en simulant M (le niveau suivant dans A). M’
utilise d'autres rubans pour la simulation.
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Expressivité du non-déterminisme

Preuve

L'exécution d'une machine de Turing non-déterministe est
un arbre A

On construit une machine déterministe M’ qui effectue
une recherche en largeur d’abord de A

Initialement, M’ place la configuration initiale de M sur
son premier ruban

A chaque itération, le premier ruban contient une liste de
configurations (un niveau de |'arbre A)

M’ calcule les configurations suivantes sur son 2éme
ruban en simulant M (le niveau suivant dans A). M’
utilise d'autres rubans pour la simulation.

Puis M’ recopie son 2éme ruban sur le premier et procéde
a |'itération suivante
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