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Expressivité des machines de Turing

Existe-t-il des fonctions non calculables?

e Automates finis : a*b* v {a"b"|n € N} x
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Expressivité des machines de Turing

Existe-t-il des fonctions non calculables?

e Automates finis : a*b* v {a"b"|n € N} x
® Automates a pile : {a"b"|n e N} v {a"b"c"|n € N} x

® Machines de Turing : {a"b"c"|n e N} v 777



Classification des langages

acceptés par MT décidés par MT

\ e

non acceptés par MT

| —

Plan :
® |l existe un langage L; ¢ RE

® |l existe un langage L, € RE mais L, € R



Un langage qui n'est pas RE

Théoréme
Il existe un langage Ly qui n'est accepté par aucune
machine de Turing

Ly ={a €{0,1}"| M, n'accepte pas a}

Rappel : M, est la machine de Turing encodée par «
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Diagonalisation pour L

a 1100|0110
My = ¢ 10|11
(M) =0
(M) = 1
<M00>: 00
<M01>: O].
(M) = 10

® M, accepte « (1) ou non (0)7?
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Diagonalisation pour L
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® M, accepte « (1) ou non (0)7?
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Diagonalisation pour L

o lel0]1]00]01]10
My= e ]ofol1]o|1]1
(My= o [1]1]0ol0o[17]0O
(M= 1]1]0of0l0]0]1
(M) = 00 |1[1[1]1]0]1
(Mes) = O01]0f0f0[O0]O0]O
(M= 10f0[1[1[1[1]0

® M, accepte « (1) ou non (0)7?

® Diagonale : M, accepte sa propre description a7
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Diagonalisation pour L

o lel0]1]00]01]10
My= e ]ofol1]o|1]1
(My= o [1]1]0ol0o[17]0O
(M= 1]1]0of0l0]0]1
(M)= 00 [1|1|1]1]0]1
(Mes) = O01]0f0f0[O0]O0]O
(M= 10f0[1[1[1[1]0

® M, accepte « (1) ou non (0)7?

® Diagonale : M, accepte sa propre description a7

e Complément : Ly = {« | M, n'accepte pas a}
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[ n'est pas RE

Théoréme
Le langage L = {«| M, n’accepte pas a} n'est pas
récursivement énumérable
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[ n'est pas RE

Théoréme

Le langage L = {«| M, n’accepte pas a} n'est pas
récursivement énumérable

Preuve

Supposons L; accepté par MT M, :

15



Théoréeme
Le langage L = {«| M, n’accepte pas a} n'est pas

récursivement énumeérable

Preuve

[ n'est pas RE

Supposons L accepté par MT M, :

a | € %
(M)= €10 1
(Mj) = w |0 ?
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[ n'est pas RE

Théoreme

Le langage L = {«| M, n’accepte pas a} n'est pas
récursivement énumérable

Preuve

Supposons L accepté par MT M, :

alel- |w
M= ¢ 0|1
(Mg)= w |0 !

Contradiction :
My accepte w = w ¢ L; = M n’accepte pas L

My n'accepte pas w = w € L; = M n’accepte pas Ly
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L5 n'est accepté par aucune MT

acceptés par MT décidés par MT

\ e

non acceptés par MT

| —

Plan :
® |l existe un langage L; ¢ RE

® |l existe un langage L, € RE mais L, € R
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Un langage qui est RE mais pas R

Théoreme
Il existe un langage L, qui n’est décidé par aucune
machine de Turing

L, ={(M,w)| M accepte w}

NB : (M, w) est un encodage binaire de |'entrée (M, w)

Exemple : “(M)0w" si (M) se termine par au moins trois 1
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L, est RE

Théoréeme

Le langage L, = {{M,w) | M accepte w} est récursivement
énumérable (accepté par une MT)

Preuve

20



L, n'est pas R

Théoréme
Le langage L, = {(M,w) | M accepte w} n'est pas récursif
(décidable)
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L, n'est pas R

Théoréme

Le langage L, = {(M,w) | M accepte w} n'est pas récursif
(décidable)

Preuve

e Supposons Ly décidé par MT M,
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L, n'est pas R

Théoréme

Le langage L, = {(M,w) | M accepte w} n'est pas récursif
(décidable)

Preuve
® Supposons Ly décidé par MT M,

e Soit D la machine qui sur entrée o € {0,1}* :
® exécute M, sur (My, ) NB : termine!
® accepte si M, rejette, et rejette si M, accepte
NB : D accepte a <= M, rejette (M,, o)
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L, n'est pas R

Théoréme
Le langage L, = {(M,w) | M accepte w} n'est pas récursif
(décidable)

Preuve

® Supposons Ly décidé par MT M,
e Soit D la machine qui sur entrée o € {0,1}* :

® exécute M, sur (My, ) NB : termine!

® accepte si M, rejette, et rejette si M, accepte

NB : D accepte a <= M, rejette (M,, o)

¢ Contradiction :
D accepte (D) = M, rejette (D, (D)) = D n’accepte pas (D)
D rejette (D) = My accepte (D, (D)) = D accepte (D)
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L, n'est décidé par aucune MT

acceptés par MT décidés par MT

\ e

non acceptés par MT

| —

Plan :
® |l existe un langage L; ¢ RE

® |l existe un langage L, € RE mais L, ¢ R v
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L, n'est décidé par aucune MT

acceptés par MT décidés par MT

\ e

non acceptés par MT

| —

Plan :
® |l existe un langage L; ¢ RE

® |l existe un langage L, € RE mais L, ¢ R v
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Quelques probléemes indécidables
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Equations Diophantiennes (Illeme s.)

P(x1, X2, ..., %,) =0

® P polynéme a coefficients entiers

® On cherche des solutions entiéres
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Equations Diophantiennes (Illeme s.)

P(x1, X2, ..., %,) =0

e P polynéme a coefficients entiers

® On cherche des solutions entiéres

Exemples :
° aX +bY =1

o W34+ X3=VY342Z%solution123+13=03+10%=1729

e X"+ Y" = 7" pas de solution X,Y,Z > 0 pour n >3
(Fermat)
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10éme Probleme de Hilbert (1900)

Probléme de décision DIOPHANTE
* ENTREE : P(Xy,...,X,) polyndme a coefficients
entiers

* SORTIE :
1 si P(Xi,...,X,) admet une solution entiére
0 sinon
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10éme Probleme de Hilbert (1900)

Probléme de décision DIOPHANTE
* ENTREE : P(Xy,...,X,) polyndme a coefficients
entiers

* SORTIE :
1 si P(Xi,...,X,) admet une solution entiére
0 sinon

Théoreme (Matiyasevich 1970)
DIOPHANTE est indécidable
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Carreaux de Wang (1961)

X D4 L KX
X (X 4 g X X



Carreaux de Wang (1961)

X D4 L KX
X (X 4 g X X

Pavage : rotations interdites, bords adjacents de méme
couleur
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Carreaux de Wang (1961)
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Pavage : rotations interdites, bords adjacents de méme
couleur

34



Carreaux de Wang (1961)

X D4 L KX
X (X 4 g X X

Pavage : rotations interdites, bords adjacents de méme
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Carreaux de Wang (1961)

X D4 L KX
X (X 4 g X X

Pavage : rotations interdites, bords adjacents de méme
couleur
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Carreaux de Wang

A AN
< <

K 00 0000000
o 00 ¢ o 00

D0 07070 0.0

<
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Carreaux de Wang

Probléme de decision WANG
e ENTREE : ensemble fini S de carreaux
e SORTIE :

1 s'il existe un pavage du plan avec S
0 sinon

38



Carreaux de Wang

Probléme de decision WANG
e ENTREE : ensemble fini S de carreaux

e SORTIE :
1 s'il existe un pavage du plan avec S
0 sinon

Théoreme (Berger 1966)
Le probleme WANG est indécidable
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Carreaux de Wang

Probléme de decision WANG
e ENTREE : ensemble fini S de carreaux

e SORTIE :
1 s'il existe un pavage du plan avec S
0 sinon

Théoreme (Berger 1966)
Le probleme WANG est indécidable

Mais il existe des pavages apériodiques du plan par carreaux
de Wang

40



Correspondance de Post (1946)

Un ensemble fini de dominos :

10 00 01
1 000 1

Probléeme de correspondance :

® Les mots en haut et en bas doivent correspondre

¢ Chaque domino peut étre joué autant de fois que I'on veut

a1
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Correspondance de Post (1946)

Un ensemble fini de dominos :

10

00

01

1

000

Probléeme de correspondance :

® Les mots en haut et en bas doivent correspondre

¢ Chaque domino peut étre joué autant de fois que I'on veut
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Correspondance de Post (1946)

Un ensemble fini de dominos :

10 00 01
1 000 1

Probléeme de correspondance :

® Les mots en haut et en bas doivent correspondre

¢ Chaque domino peut étre joué autant de fois que I'on veut

10| 00 |01 10| 00 | 00 |01 00 |01
1]000| 1 1 1000|000 1 000 | 1
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Correspondance de Post (1946)

Probléme de decision PCP
e ENTREE : ensemble fini D de dominos
e SORTIE :

1 s'il existe une correspondance avec D
0 sinon
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Correspondance de Post (1946)

Probléme de decision PCP
e ENTREE : ensemble fini D de dominos

e SORTIE :
1 s'il existe une correspondance avec D
0 sinon

Théoreme (Post 1946)
Le probleme POST est indécidable
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Correspondance de Post (1946)

Probléme de decision PCP
e ENTREE : ensemble fini D de dominos

e SORTIE :
1 s'il existe une correspondance avec D
0 sinon

Théoreme (Post 1946)
Le probleme POST est indécidable

cf. TD

a7
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