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Réductions polynomiales, la class NPC



Classes de complexité

Bornes inférieures : difficulté des problémes de décision
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Réduction (many-one)
Soient A et B deux langages sur {0,1}.
Définition
Une réduction (many-one) de A a B est une fonction totale
r:{0,1}* — {0,1}* telle que :
® r est calculable
® et pour tout mot w € {0,1}*, w € A <= r(w) € B

{0, 1} {0, 1}




Réduction polynomiale A <, B

Objectif : montrer que deux langages A et B sont dans la
méme classe de complexité



Réduction polynomiale A <, B

Objectif : montrer que deux langages A et B sont dans la
méme classe de complexité

L'existence d'une réduction de A a B est insuffisante
Exemple : réduction de SUDOKU a {1}



Réduction polynomiale A <, B

Objectif : montrer que deux langages A et B sont dans la
méme classe de complexité

L'existence d'une réduction de A a B est insuffisante
Exemple : réduction de SUDOKU a {1}

Définition
Une réduction (many-one) polynomiale de A a B est une
fonction totale r : {0,1}* — {0,1}* telle que :

® r est calculable en temps polynomial

® et pour tout mot w € {0,1}*, w e A < r(w) € B



Exemple de réduction polynomiale

ENTREE : une grille G de taille n, partiellement remplie
QUESTION : G peut-elle complétée de fagon valide ?

se réduit polynomialement a

ENTREE : une formule propositionnelle ¢
QUESTION : ¢ est-elle satisfiable ?




Logique propositionnelle

* Logique propositionnelle :
® variables propositionnelles : VP = {p,q,r,...}
® connecteurs booléens : A,V, -, — , <

Exemple : p = g A —r



Logique propositionnelle

* Logique propositionnelle :
® variables propositionnelles : VP = {p,q,r,...}
® connecteurs booléens : A,V, -, — , <

Exemple : p = g A —r

¢ Valuation v : VP — {0,1}
Exemple :vy: p—1,g—1r—0
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Logique propositionnelle

* Logique propositionnelle :
® variables propositionnelles : VP = {p,q,r,...}
® connecteurs booléens : A,V, -, — , <

Exemple : p = g A —r

¢ Valuation v : VP — {0,1}
Exemple :vy: p—1,g—1r—0

® Une formule est vraie dans v si elle a la valeur 1

Exemple : p = g A —r est vraie dans v;
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Logique propositionnelle

Logique propositionnelle :
® variables propositionnelles : VP = {p,q,r,...}
® connecteurs booléens : A,V, -, — , <

Exemple : p = g A —r

Valuation v : VP — {0,1}
Exemple :vy: p—1,g—1r—0

Une formule est vraie dans v si elle a la valeur 1

Exemple : p = g A —r est vraie dans v;

Une formule est satisfiable si il existe une valuation v
qui la rend vraie

Exemple : p = g A —r est satisfiable
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w

=

SUDOKU <, SAT

O = P1NOLANPc NPs N

G solution <= ¢ sat.

13



SUDOKU <, SAT

5|3 7
T ¢ = P1NQLAGcNPs NP
8 6 3 G solution <= ¢ sat.
4 8 3 1
7 2 6
6 2|8
4(1(9 5
8 719

Encodage d'un remplissage de G : variables propositionnelles
Pij k avec .

pij.k représente la proposition “La case (i, /) contient k"
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SUDOKU <, SAT

5|3 7
OB ¢ = QNQLNGcNPs N\
8 6 3 G solution <= ¢ sat.
4 8 3 1
7 2 6
6 2|8
4(1(9 5
8 719

Une et une seule valeur dans chaque case :

o1\ (( \ PiJ,k) AN _'(pizjakl/\pivj"kz))

1<i<n 1<k<n 1<ki#ka<n
1<j<n

NB : |¢1] polynomiale en n
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SUDOKU <, SAT

5|3 7
R &= Q1NOLNGcNPsN\P
8 6 3 G solution <= ¢ sat.
4 8 3 1
7 2 6
6 2|8
4(1(9 5
8 719

Unicité des valeurs dans les lignes :

s N\ (Prak A Pigak)
1<i<n
1<k<n
1<jp#j2<n

NB : |¢.| polynomiale en n
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SUDOKU <, SAT

5|3 7
6 =% 1915 - O = Q1NOLNGc NPsN\P
8 6 3 G solution <= ¢ sat.
4 8| |3 1
7 2 6
6 2|8
ARE 5
8 7]9

Unicité des valeurs dans les colonnes :

Pc : /\ = (Pivjk N Piajk)
1<<n
1<k<n
1<in#hk<n

NB : |¢c| polynomiale en n
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SUDOKU <, SAT

5]3 7
6 st 11945 = ¢ = QNQLNGcNPs N\
8 6 3 G solution <= ¢ sat.
4 8| |3 1
7 2 6
6 2[8
ARE 5
8 7]0

Unicité dans les carrées :

s /\ /\ o (pilvjlak A piz,j27k)
1<ii<n (izj2)Esquare(i1,j1)

1<ih<n (ipjo)#(i
k2 (i2:2)Z(i1.41)

NB : |¢s| polynomiale en n
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SUDOKU <, SAT

5(3 7
SR L ¢ = QNGLAGcNPs N
8 6 3 G solution <= ¢ sat.
4 8 3 1
7 2 6
6 2|8
411(9 5
8 719

Remplissage partiel :

Or: pra1s A P23\ pisz A APogg

NB : |¢;| polynomiale en n
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SUDOKU <, SAT

513 7
6 1 195 _ O = P1NOLNDPcANPs APy
8 6 3 G solution <= ¢ sat.
4 8 3 1
7 - 2 — 6 ¢ calculée en temps
1l 5 polynomial en |G|
8 7|9

Remplissage partiel :
¢r: pris A P23 ApPis7z A ApPogg

NB : |¢;| polynomiale en n
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A <, B : algorithme polynomial ?

{0, 1}~ {0, 1}
B

A
”L//?

— | —T1 |l

7 | _—

4] r!K)




A <, B : algorithme polynomial ?

w e {0,1}*

{01} {o.1}

B
I e
. /
/
4] r(A)
r(w) accepte

r MT pour B

rejette
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A <, B : algorithme polynomial ?

w e {0,1}"

(0,1

}*

A

—

—

{0, 1}~

B

—/"/7

] r(A)

| —

S I1K)

MT pour A

r(w)

MT pour B

accepte

rejette
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N P-difficile, NP-complet
Problématique : existe-t-il des problémes plus difficiles que
d'autres 7 Comment le démontrer?
— borne inférieure de complexité
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N P-difficile, NP-complet

Problématique : existe-t-il des problemes plus difficiles que
d'autres ? Comment le démontrer ?

— borne inférieure de complexité

Définition
Soit A C {0,1}*. On dit que
¢ A est NP-difficile ssi B <, A pour tout langage B € NP
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N P-difficile, NP-complet

Problématique : existe-t-il des problemes plus difficiles que
d'autres ? Comment le démontrer ?

— borne inférieure de complexité

Définition
Soit A C {0,1}*. On dit que
¢ A est NP-difficile ssi B <, A pour tout langage B € NP

e A est NP-complet ssi A est NP-difficile et A € NP

Notions généralisables a d’autres classes de complexité
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A <, B : quelques propriétés

Soient A, B, C C {0,1}"* trois langages
®SiBecPetA<,Balors AcP
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A <, B : quelques propriétés

Soient A, B, C C {0,1}"* trois langages
®SiBecPetA<,Balors AcP

® Transitivité : si A<, Bet B<, Calors A<, C
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A <, B : quelques propriétés

Soient A, B, C C {0,1}"* trois langages
®SiBecPetA<,Balors AcP

® Transitivité : si A<, Bet B<, Calors A<, C

© Si A est NP-difficile alors Ac P — P =NP

20



A <, B : quelques propriétés

Soient A, B, C C {0,1}"* trois langages
®SiBecPetA<,Balors AcP

® Transitivité : si A<, Bet B<, Calors A<, C
® Si A est NP-difficile alors Ac P =— P = NP

© Si A est NP-complet alors A€ P «<— P =NP
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Langages NP-difficiles/complets

® Question : existe-t-il des langages de NP qui ne sont pas
NP-complets ?
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Langages NP-difficiles/complets

® Question : existe-t-il des langages de NP qui ne sont pas
NP-complets ?

— Oui, tous les langages de P, mais également :

PRIME FACTORISATION

ENTREE : deux entiers n, k € N
QUESTION : n admet-il un facteur premier < k7

dans NP N co-NP, mais P ? NP-complet ?
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Langages NP-difficiles/complets

® Question : existe-t-il des langages de NP qui ne sont pas
NP-complets ?

— Oui, tous les langages de P, mais également :

PRIME FACTORISATION

ENTREE : deux entiers n, k € N
QUESTION : n admet-il un facteur premier < k7

dans NP N co-NP, mais P ? NP-complet ?

® Question : existe-t-il un langage NP-complet ?
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Théoréme de Cook-Levin



Logique propositionnelle

* Logique propositionnelle :
® variables propositionnelles : VP = {p,q,r,...}
® connecteurs booléens : A, V,—, — |, <—

Exemple : p = g A —r
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Logique propositionnelle

* Logique propositionnelle :
® variables propositionnelles : VP = {p,q,r,...}
® connecteurs booléens : A, V,—, — |, <—

Exemple : p = g A —r

e Valuation v : VP — {0,1}
Exemple :vy: p—1,g—1 r—0
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Logique propositionnelle

* Logique propositionnelle :
® variables propositionnelles : VP = {p,q,r,...}
® connecteurs booléens : A, V,—, — |, <—

Exemple : p = g A —r

e Valuation v : VP — {0,1}
Exemple :vy: p—1,g—1 r—0

® Une formule est vraie dans v si elle a la valeur 1

Exemple : p = g A —r est vraie dans v;
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Satisfiabilité

Une formule est satisfiable si il existe une valuation v qui la
rend vraie

Exemple : p = g A —r est satisfiable
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Satisfiabilité

Une formule est satisfiable si il existe une valuation v qui la
rend vraie

Exemple : p = g A —r est satisfiable

ENTREE : une formule propositionnelle ¢
QUESTION : ¢ est-elle satisfiable ?
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Satisfiabilité

Une formule est satisfiable si il existe une valuation v qui la
rend vraie

Exemple : p = g A —r est satisfiable

ENTREE : une formule propositionnelle ¢
QUESTION : ¢ est-elle satisfiable ?

Théoréeme (Cook 1971, Levin 1973)
Le probléeme SAT est NP-complet

40



SAT est NP-complet

Théoreme (Cook 1971, Levin 1973)
Le probléme SAT est NP-complet

Preuve
e Appartient : SAT est dans NP



SAT est NP-complet

Théoreme (Cook 1971, Levin 1973)
Le probleme SAT est NP-complet
Preuve

e Appartient : SAT est dans NP
e Difficile : SAT est NP-difficile



SAT est NP-complet

Théoreme (Cook 1971, Levin 1973)
Le probleme SAT est NP-complet
Preuve

e Appartient : SAT est dans NP

e Difficile : SAT est NP-difficile
® Mq : pour tout langage L € NP, on a L <, SAT

a3



SAT est NP-complet

Théoreme (Cook 1971, Levin 1973)
Le probleme SAT est NP-complet
Preuve

e Appartient : SAT est dans NP

e Difficile : SAT est NP-difficile

® Mq : pour tout langage L € NP, on a L <, SAT
® [ est décidé par une MT non-dét. polynomlale p(n

o o

q yes

a4



SAT est NP-complet

Théoreme (Cook 1971, Levin 1973)
Le probleme SAT est NP-complet
Preuve

e Appartient : SAT est dans NP

e Difficile : SAT est NP-difficile

® Mq : pour tout langage L € NP, on a L <, SAT
® | est décidé par une MT non-dét. polynomlale p(n)

o e Nk

q yes

® formule propositionnelle ¢ de taille O(p°(n)) satisfiable
<= M accepte
<= M fait p(n) choix non-dét. puis accepte

a5



Tableau

Séquence de choix non-déterministes valides

.\

Qyes

R

e
=

46



Tableau

Séquence de choix non-déterministes valides

.\

Qyes

R

e
=

\ L1

pE;)
Objectif : encoder le tableau en logique propositionnelle

a7



Encodage du tableau : variables

Q H R

p(n)

p(n)

Variables propositionnelles : avec 1 < i < p(n)
® gixavec k € Q
e h;yavec 1 </ < p(n)
® rimsavec 1< m<p(n)etsecX

a8



Encodage du tableau : formules

T ¢ = i AGAGENGT

p(n)

¢ sat. & M accepte w

p(n)

a9



Encodage du tableau : formules

Q H R
I
oI5 T 1 p =1 Adi AdE AT
p{n : . . . . . .
: L ¢ sat. & M accepte w
N - . _
p(n)

¢1 : chaque case contient 1 et 1 seule valeur

/\ [(\/ fi,m,s> A /\ “(Fi,m,s A Fimsy)

1<i<p(n) seEX S1#£S52EX
1<m<p(n)

de méme pour les autres variables : g; x et h;;
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Encodage du tableau : formules

Q H R
) 1 | T 1 Oo=p1 NI ANPEN OT
p(n : . . . . . .
: L ¢ sat. & M accepte w
pﬁ)

¢, - lére ligne = configuration initiale (qgo, w)

G1,q0 N 11 A /\ ,mwn, A\ /\ MmO
1<m<|w| |w|<m<p(n)
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Encodage du tableau : formules

Q H R
1 || ST 1o =p1 N ANdEN OT
p(n) 4 HEE S : :
- ¢ sat. & M accepte w
p?;)

or - la derniére configuration est acceptante

\/ Ap(n).qyes

Qyes € F
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Encodage du tableau : formules

Q H R
X
) 1 [ ] e 1 O=p1 NO N GEN OT
p(n : . . . . . .
: L ¢ sat. & M accepte w
pz:r)

¢T : respect des transitions de T

/\ (ri,m,s A _‘hi,m — ri+1,m,s) A /\ \/ d)t,i
1<i<p(n) 1<i<p(n)teT
1<m<p(n)

sEX
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Encodage du tableau : formules

Q H R
1 || T 1o =p1 N ANPEN OT
p(n) 4 HpE o : :
- ¢ sat. & M accepte w
pz;)

¢ ; - encodage de la transition g1, — qo, 5,6 pour la ligne i

Qi,qr N\ Gitl,q: N /\ (ri,m,(x A hi,m = frit1,mp N\ h,‘+17m+5)
1<m<p(n)

avec 6 € {—1,0,1}
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Encodage du tableau : formules

Q H R
P
) T T T 6= Ad AdEAGT
p(n : . . . . . .
: - ¢ sat. & M accepte w
\___| — = >
p(n)

e ¢ de taille O(|(M)|.p(n)) pour une constante ¢ € N

e Calculée en temps polynomial
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Ex. langages NP-complets (Karp)

dHAI\/lPATH INTPROG 3SAT
HAMPATH INDSET 3COL

TSP HAMCYCLE / \ SUBSETSUM

CLIQUE VERTEXCOVER

MAXCUT

cf. TD + https://www.csc.kth.se/ viggo/wwwcompendium/
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https://www.csc.kth.se/~viggo/wwwcompendium/

La classe coNP
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Classes de complexité
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PSPACE
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Soit L C {0,1}".

L =1{0,1}*\ L est le complémentaire de L.

coNP
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coNP
Soit L C {0, 1}*,
L =1{0,1}*\ L est le complémentaire de L.

Exemple : UNSAT = {(¢) | ¢ n'est pas satisfiable} est le
complémentaire de SAT
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coNP
Soit L C {0,1}*.
L =1{0,1}*\ L est le complémentaire de L.

Exemple : UNSAT = {(¢) | ¢ n'est pas satisfiable} est le
complémentaire de SAT

Définition -
coNP = {L C{0,1}*|L € NP}
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coNP
Soit L C {0,1}*.
L =1{0,1}*\ L est le complémentaire de L.

Exemple : UNSAT = {(¢) | ¢ n'est pas satisfiable} est le
complémentaire de SAT

Définition -
coNP = {L C{0,1}*|L € NP}

Remarque : coNP n’est pas le complémentaire de NP
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Lemme
P C NP N coNP

Preuve. Exercice

P

1

NP et coNP
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P, NP et coNP

Lemme
P C NP N coNP

Preuve. Exercice

Lemme
Si P = NP, alors NP = coNP

Preuve
P = coP (exercice) et P = NP (hypothése).

64



SAT, NP et coNP

ENTREE : une formule propositionnelle ¢
QUESTION : ¢ est-elle satisfiable ?

ENTREE : une formule propositionnelle ¢
QUESTION : ¢ est-elle insatisfiable ?
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SAT, NP et coNP

ENTREE : une formule propositionnelle ¢
QUESTION : ¢ est-elle satisfiable ?

ENTREE : une formule propositionnelle ¢
QUESTION : ¢ est-elle insatisfiable ?

o UNSAT est coNP, car SAT est NP
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SAT, NP et coNP

ENTREE : une formule propositionnelle ¢
QUESTION : ¢ est-elle satisfiable ?

ENTREE : une formule propositionnelle ¢
QUESTION : ¢ est-elle insatisfiable ?

o UNSAT est coNP, car SAT est NP

® SAT coNP 7 Que serait un certificat pour UNSAT ?
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FACTOR, NP et coNP

PRIME FACTORISATION

ENTREE : deux entiers n, k € N
QUESTION : n admet-il un facteur premier < k7

Ex : (6,3) v/, mais (49,4) x
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FACTOR, NP et coNP

PRIME FACTORISATION

ENTREE : deux entiers n, k € N
QUESTION : n admet-il un facteur premier < k7

Ex : (6,3) v/, mais (49,4) x
e PRIME FACTORISATION est dans NP
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FACTOR, NP et coNP

PRIME FACTORISATION

ENTREE : deux entiers n, k € N
QUESTION : n admet-il un facteur premier < k7

Ex : (6,3) v/, mais (49,4) x

e PRIME FACTORISATION est dans NP
certificat= p, vérification en temps polynomial
— p premier (AKS 2002) et p < k et p divise n
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FACTOR, NP et coNP

PRIME FACTORISATION

ENTREE : deux entiers n, k € N
QUESTION : n admet-il un facteur premier < k7

Ex : (6,3) v/, mais (49,4) x

e PRIME FACTORISATION est dans NP
certificat= p, vérification en temps polynomial
— p premier (AKS 2002) et p < k et p divise n

e PRIME FACTORISATION est dans coNP
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FACTOR, NP et coNP

PRIME FACTORISATION

ENTREE : deux entiers n, k € N
QUESTION : n admet-il un facteur premier < k7

Ex : (6,3) v/, mais (49,4) x
e PRIME FACTORISATION est dans NP
certificat= p, vérification en temps polynomial
— p premier (AKS 2002) et p < k et p divise n
e PRIME FACTORISATION est dans coNP
certificat= factorisation de n : f, ..., f,, vérification en

temps polynomial
— f; est premier (AKS 2002) et [[fi=net f; > k
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FACTOR, NP et coNP

PRIME FACTORISATION

ENTREE : deux entiers n, k € N
QUESTION : n admet-il un facteur premier < k7

Ex : (6,3) v/, mais (49,4) x

e PRIME FACTORISATION est dans NP
certificat= p, vérification en temps polynomial
— p premier (AKS 2002) et p < k et p divise n
e PRIME FACTORISATION est dans coNP
certificat= factorisation de n : f, ..., f,, vérification en
temps polynomial
— f; est premier (AKS 2002) et [[fi=net f; > k

e Cryptographie basée sur PRIME FACTORISATION (RSA)
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